Informatique Appliquée au Calcul Scientifique 2
Séance 11

Interpolation de Lagrange et de Hermite
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|. Interpolation de Lagrange

I.1. Principe

L'objectif de I'interpolation est de remplacer une fonction difficile a calculer par une expression plus simple
pour, par exemple, pouvoir la calculer numériquement, ou pour évaluer sa dérivée ou son intégrale.
L'interpolation de Lagrange est une méthode qui permet de trouver un polyn6me de degré n passant par

n + 1 points distincts (xq, o), (X1, Y1), --» (Xpn, Yn)-
Le polynéme de Lagrange P(x) est donné par :
n
PO = )y li()
i=0

ou les fonctions de bases [;(x) sont définies comme :
n

- [] =
i(x) = X, — %y

k=0,k+i

Interpolation de Lagrange pour la fonction exponentielle
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Voici ce que I'on obtient dans I'interpolation de la fonction e* en passant par les points d’abscisses -1, 0, 1
et 2.

On remarque que les y;. [;(x) passent chacun par un pivot et un seul alors que le polyndme d’interpolation
passe par tous les pivots.



[.2. Erreur commise

Soit f(x) une fonction continue de classe C™*1 sur [a, b] (fonction n+1 dérivable les dérivées sont continues)
et P(x) le polynéme d'interpolation de Lagrange de degré n construit a partir de n + 1 points distincts x,

X1, -, Xy (inclus dans [a, b] ) et passant par les points (xq, f (xo)), (x1, f (x1)), -, (0, f(X5))-
Alors, il existe £ € [a, b] tel que :

(n+1) n
RGO = £~ P =2 o -0
i=0

Si le nombre de points n est petit, I'erreur est généralement plus grande car le polynéme d’interpolation est
moins capable de capturer les variations de f(x).

Si le nombre de points n est trop grand, le phénoméne de Runge peut apparaitre. Ce phénomeéne se produit
lorsque I'erreur d'interpolation augmente de maniere significative aux bords de l'intervalle en raison de
I'oscillation du polyndme d'interpolation.

Phénomene de Runge
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[.3. Comment choisir les points ?

Comme nous I'avons vu au-dessus, pour des points uniformément répartis, I’erreur peut étre grande au bord
de lintervalle, surtout avec un nombre de points élevés.

Pour minimiser l'erreur d'interpolation, on peut choisir des points de Tchebyshev. Ces points sont plus
concentrés aux bords de l'intervalle et réduisent |'oscillation du polynéme, ce qui diminue I'erreur.

Les points de Tchebychev sont définis sur I'intervalle [—1, 1] comme suit :

2i—Dm

2n
On peut facilement généraliser ces points a tout intervalle [a, b] a I'aide de translation et d’une homothétie :

x; = cos( )i=1,..,n

_a+b+b—a 2i—-Drm _—
X; = > > cos( o )i=1,..,n
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Il Nnterpelation’de Hermite

L'interpolation d'Hermite est une extension de l'interpolation de Lagrange qui prend en compte non
seulement les valeurs de la fonction a certains points, mais également les dérivées en ces points. C'est
particulierement utile lorsque nous connaissons la pente de la fonction aux points donnés.

Cela nous permettra d’éviter les phénoménes de Runge comme vu plus haut.

[I.1. Principe
Nous voulons déterminer le polynome d’interpolation de Hermite qui vérifie les critéres suivants :

f(x0) = o f'(x0) = ¥o
fx))=y1 et {f'(x1) =y
f(x2) =y, f'(x2) = y;

On voit que nous avons 6 parametres, ce qui fait que nous allons chercher un polynéme de degré 5.
Pour 2n + 2 paramétres, ce sera un polyndome de degré 2n + 1.

Nous allons d’abord chercher le polynéme H,(x) tel que :
Hy(xo) =1 Ho(x0) =0

Ho(xl) = 0 et H(,)(xl) = 0
Ho(xz) =0 Hy(x2) =0



Avec les conditions: Hy(x;) = 0,Hy(x,) = 0,H)(x;) = 0,H)(x,) = 0, on peut dire que Hy(x) aura
(x — x1)?(x — x5)? comme facteur.

En rajoutant la condition Hy(x,) = 1, il devient :
(x = x1)%(x — x3)?

(%0 — x1)%(xp — x3)?

= 1§(0)

Il nous reste une condition a satisfaire : Hy(x,) = 0.
Cela veut dire que I'on pourra écrire : Hy(x) = [2(x)(a(x — x,) + b) et on aura notre polyndme de degré
5.
Comme Hy(xy) = 1, 0na Hy(xo) = 13(xg)(al(xg—xo) +b)=1.b=b =1,
Ainsi :
Ho(x) = 1§(x)(alx —x0) + 1)

Calculons maintenant Hy(x) pour utiliser notre derniére condition :
Hy(x) = 215(x). Ly(x)(a(x — x¢) + 1) + al3(x)

Hy(xo) = 0 & 215(x0). lo(xo)(alxy — x0) + 1) + al§(x,) = 0
& 2p(xg)+a=0= a=—-2(xy)

On a donc trouvé que :
Ho(x) = 1§ () (=215 (o) (x — ) + 1)

On peut de-méme chercher le-polyndme H, (x) tel que :

Hy(x) =0 Ho(xo) =0
Ho(x1) =1 et {Ho(x1) =0
Hy(xz) =0 Ho(xz) =0
qui nous donnera avec un raisonnement similaire :
Hy(x) = ) (=24 Ce)(x — 1) + 1)
Et aussi H,(x) tel que :

Hy(x9) =0 Hy(xo) =0
Ho(x1) =0 et {Ho(x1) =0 = Hy(x) = 1F(x)(—205(x) (x — x5) + 1)
Ho(xz) =1 Hy(x2) =0

Ainsi, si nous cherchons un polynéme P(x) tel que :

P(xp) =1 P'(xg) =0
P(x;)=1 et{P'(x;)=0
P(x;) =1 P'(x;) =0
alors, il sera de la forme :
P(x) = Ho(x) + H;(x) + Hy(x)

Et si nous voulons :



P(x0) = yo P'(x) =0
P(x;) =y, et {P'(x1) =0
P(xz) =Y, P'(x;)=0
alors,
P(x) = yo.-Ho(x) + y1. Hi(x) + 5. Hy (%)

Désormais, occupons-nous des conditions aux dérivées.

Cherchons un polyndme ky(x) tel que :
ko(xo) =0 ko(xo) =1
ko(x1) =0 et {ko(x1) =0
ko(xz) =0 ko(x2) =0

Le degré de k, est de 5.
Avec les conditions ky(xy) = 0,ko(x;) = 0,ko(x;) = 0,ki(x1) = 0,ki(x,) = 0, notre polynéme aura
comme facteur : (x — x4)(x — x;)%(x — x,)? qui est de degré 5...

Rajoutons la conditions k{(x,) = 1. On peut écrire que ky(x) = C(x — x¢)(x — x1)%(x — x,)2.
Cherchons C.
ko (x) = C[(x — x1)? (x = x2)% + 2((x — x0) (x — 1) (x — x2)? + 2(x — x0) (x — x1)*(x — x3)]

Et donc:
1

ko(xo) = C(xg — x1)*(Xg—x3)* =1 = C = (o — x1)2 (% — x5)2

On a alors ;

(x = x1)?(x — x,)? 5
kO(x) = (xo — xl)z(xo _ xz)z (x - xO) = lO (x)(x - xO)




Vous comprenez que nous allons faire de méme pour k;(x) et k,(x) :
ki(xo) =0 ki(xo) =0
ki(x) =0 et {ki(x)) =1 = ky(x) = () (x —x1)
ki(xz) =0 ki(x2) =0

ky(xo) = 0 k(x0) =0
ky(x1) =0 et {ky(x1) =0 = ky(x) = 1Z(x)(x — x2)
ka(x2) =0 ka(xy) =1

Ainsi, si nous cherchons un polynome Q(x) tel que :

Q(x9) =0 Q'(x) =1
Q(x1) =0 et {Q'(x)) =1
Q(xz) =0 Q'(xzx) =1

alors,
Q(x) = ko(x) + ky(x) + ko (x)

Et si nous voulons :
Q(x0) =0 Q' (x0) = Yo
Q(x1) =0 et 1Q'(x1) =y
Q(xz) =0 Q'(x2) =y

Alors on a
Q(x) =yo-ko(x) + y1. ke () + 3. k3(x)

Et si nous revenons maintenant a notre probleme premier :
f(x0) = ¥o f'(x0) = ¥o
fx) =y, et {f'(x1) =y
f(x2) =2 f'(x2) =3

On peut dire :

f() =P(x) +Q(x) = yo. Ho(x) + y1. Hi (X) + y2. Hy (%) + ¥o. ko (%) + y1. ke () + 2.k, (%)

[1.2. Généralisation

Le polyndme de Hermite H(x) pour les points (xq, f(x0)), (%1, f(x1)), ..., (xn, f (x,)) avec les dérivées
fl(xo) = Yo f'(x)=¥1 0 f(xn) = ¥n nESt donné par :

HE) = ) k(@ + 10

ou h;(x) et h';(x) sont des polyndmes définis pour que H(x) passe par les points donnés avec les dérivées
spécifiées.

hi(x) = (1= 2L0e) (x — %)) et hi(x) = () (x — xy)



On rappelle :

n n 1
X —x
o= || o= tw= ) =
k=0jkwi b Tk k=ok=i b Tk

Interpolation de Hermite - Fonction de Runge
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[Il. TP7 : Interpolation de Lagrange et de Hermite

1

Vous allez chercher a interpoler la fonction de Runge sur [-1, 1] définie par : f(x) = Tioeat

1. Alaide 10 points judicieusement choisi, faire une interpolation de Lagrange de cette fonction grace
au langage Python. Vous créerez une fonction Python prenant comme arguments la fonction et les
coordonnées des points.

2. AVlaide 10 points judicieusement choisi, faire une interpolation de Hermite de cette fonction. Vous
connaissez les f(x;) et les f'(x;) dans ce cas. Grace au langage Python, vous créerez une fonction
Python prenant comme arguments la fonction et les coordonnées des points.
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